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1 Introduction

1.1 Les paradoxes de Zénon d’Elée

Zénon d’Elée était un philosophe grec né vers -495. Il était 1’éleve de Parménide et
soutenait sa doctrine : Parménide pensait que tout mouvement est impossible ou n’est
qu’illusion. C’était une conclusion basée sur des raisons assez étranges, sur 1'unicité de
I'Etre : Parménide affirme que la pluralité n’existe pas et par conséquent le mouvement
non plus.

Zénon va tenter de prouver ce point de vue en énoncant plusieurs paradoxes sur le
mouvement des corps. Le plus connu de ces paradoxes (et le plus difficile a résoudre) est
le fameux paradoxe d’Achille et de la tortue.

Ces paradoxes sont nombreux et sont pour la plupart assez faciles a réfuter. Voici
trois des plus célebre de ces paradoxes :

1. Le paradoxe d’Achille et de la tortue que nous analyserons plus loin,

2. Le paradoxe de la pierre lancé vers un arbre : une pierre lancée vers un arbre ne
pourra jamais ’atteindre car avant cela elle devra parcourir la moitié du parcours,
mais pour cela elle devra d’abord parcourir la moitié de cette distance (donc le
quart de la distance totale), et ainsi de suite : la fleche n’ateindra jamais son
objectif (remarque : ce paradoxe est fondamentalement identique au précédent
comme nous le verrons),

3. Enfin, le paradoxe de la fleche en vol : imaginons une fleche en vol. A chaque
instant, elle occupe une position bien précise et si on ’observe la fleche sur un
seul instant infiniment bref, elle n’a pas le temps de bouger, et une succession
de position fixes ne peut engendrer un mouvement : la fleche ne peut donc pas
bouger! (on reparle de ce paradoxe dans la partie «Fonction dérivée» de ce cours).

Il faut remarquer que ces «paradoxes» sont a proprement parler des sophismes.

1.2 Qu’est ce que ’analyse ?

L’analyse mathématique est 1’étude rigoureuse du «calcul infinitésimaly. Les termes
d’«analyse» et de «calcul infinitésimal» sont en fait des synonymes, le premier terme étant
plus moderne et tendant a remplacer le second. Mais I’expression «calcul infinitésimal»
n’a pas seulement un intérét historique, il a aussi un certain intérét pédagogique.

En effet, il faut essayer de comprendre qu’est ce que I'on entend par «infinitésimaly.
Pour le comprendre, nous allons adopter un point de vue historique et discuter de la
forme la plus ancienne de «calcul infinitésimaly, ou plus exactement, quelque chose qui y
ressemble : c’est la méthode d’exhaustion, utilisée par les grecques durant 'antiquité.

Cette méthode était par exemple utilisée pour calculer la surface d’un disque. On
encadrait un disque en construisant un polygone régulier a l'intérieur du disque, et un
autre englobant le disque. En calculant les surfaces respectives de ces deux polygones,
on savait que la surface du disque était quelque part entre ces deux valeurs. Puis, en



augmentant le nombres de cotés de deux polygones, on approchait de plus en plus de la
surface, et ’encadrement devenait de plus en plus précis.

La chose intéressante est qu’il est possible de déduire la surface exacte du disque. 11
suffit en effet d’augmenter le nombre de c6tés a 1’«infinix», c’est a dire que 'on considére
un cercle comme un polygone régulier ayant un nombre infini de c6tés, chacun de ces
cOtés ayant une longueur nulle. On pourrait croire qu’une telle chose est impossible a
calculer mais nous verrons qu’il n’en est rien.

La suite du chapitre a donc deux buts : formaliser ce genre de raisonnement, et
comprendre mieux les pieges et les subtilités que ’on rencontre lorsque 1'on parle d’infini.

2 Intervalles dans ’ensemble des réels

2.1 Définition

On va définir maintenant la notion d’intervalle. Une définition intuitive de cette
notion est simplement ’ensemble des valeurs comprises entre deux valeurs distinctes. Il
faut simplement faire attention de savoir si ces deux valeurs sont comprises ou non dans
I'intervalle.

Par exemple, si on dit : «I’ensemble des nombres réels entre 2 et 3 compris», on écrit :

[2, 3]

et si on exclu 2 et 3 de cet ensemble, on écrit plutdt : ]2, 3] on peut aussi exclure 2 et
inclure 3 :
12,3]

ou l'inverse :
2,3

Il est possible de définir plus rigoureusement cette notion a l’aide ce que nous avons
appris en théorie des ensembles :

[a,b] = {z € Rla <z < b}

Ja,b) = {z € Rla < xz < b}
[a,b[={x € Rla <z < b}
la,b[= {z € Rla < x < b}
Les intervalles de type [a, b] sont dits fermés, les intervalles de type ]a, b[ sont dits ouverts
et les intervalles comme Ja, b] ou [a, b sont dits semi-ouverts.
Le symbole oo, qui représente 1’«infini» est utile pour représenter certains intervalles.
Par exemple, on note ’ensemble des nombres «supérieurs ou égals a deux» : [2, +00],

I’ensemble des nombres strictement inférieurs & 4 est | — oo, 4[.
On rajoute donc aux définitions faites plus haut :

[a, +o00[= {z € R|z > a}



la, +o00[= {z € R|z > a}
| —o00,a] ={z € Rlz <a}

| —o0,al={z € Rlz < a}

2.2 Propriétés
On peut montrer que :

1. lintersection de deux intervalles est encore un intervalles, par exemple | — 0o, 10] N
[2,20] = [2,20],

2. T'union de deux intervalles n’est pas toujours un intervalle, par exemple [0, 1]U([3, 4]
n’est pas intervalle.

3 Achille et la tortue

3.1 Enoncé

Le paradoxe est facile a énoncer. Imaginez une course que se disputent Achille et
la tortue. Achille qui sait bien qu’il part avec un avantage certain sur son adversaire
lui laisse une avance de 100 metres. La course commence. Pour rattraper son retard,
il parcourt les cent metres qui le séparent de la tortue. Pendant ce temps, la tortue a
elle méme avancé d’une certaine distance, qu’Achille doit combler & nouveau. Une fois
ce retard comblé, la tortue avance a nouveau d’une certaine distance, etc,... Achille ne
rattrape donc jamais la tortue.

On va donc tenter de résoudre ce paradoxe mathématiquement. Tout d’abord, on va
supposer qu’Achille parcourt le cent métres en dix secondes, et que la tortue parcourt un
metre en une seconde :

1. Durant les dix premieres secondes, Achille a parcouru 100 m et la tortue a parcouru
10 m, il est donc a 10 m de la tortue (temps écoulé : 10 s),

2. Pour parcourir cette distance, Achille met une seconde, temps pendant lequel la
tortue avance d’un metre (temps écoulés : 10+1=11 s),

3. Pour parcourir ce metre, Achille met 0.1 s, la tortue avance donc de 10 cm (temps
écoulé : 114+1/10)

4. etc...
On peut écrire alors que le temps total pour qu’Achille rejoigne la tortue est :
t—10+1+1+ ! + = +
B 10 100 ~ 1000 7

Cette somme comporte un nombre infini de termes : elle ne s’arréte jamais. Zénon en
conclut que le résultat est alors infini : Achille ne rejoindra jamais la tortue.



Autrement dit, Il fait ’hypothése que :

400
Z a; = +00
i=1

quel que soit la valeur des a; : une somme est infinie dés qu’il y a un nombre infini de
termes (tous positifs évidemment).

3.2 Résolution du paradoxe : premiére approche

Pour résoudre le probleme, on peut d’abord remarquer que la somme peut s’écrire
autrement : on ’écrira avec des nombres décimaux :

t=10+1+0.140.01+0.001 4 0.0001 + ... = 11.111111...

On voit que l'on arrive a un résultat parfaitement fini!!

Donc 'hypothese de Zénon semble étre fausse bien qu’elle est intuitive, on voit que
I’on peut avoir une somme infinie de terme avec un résultat fini!

Maintenant nous allons tenter de résoudre le paradoxe. Pour cela, on va essayer
déterminer en combien de temps Achille va rattraper la tortue, mais d’une tout autre
maniere que Zénon.

Apres un certain temps ¢, Achille aura parcouru une distance dg.p, = vgent (car on a

d
Vach = Cach par définition de la vitesse) tandit que la tortue aura parcouru une distance

dior = Vgort €t sera donc a dior = viort + 100 du point de départ d’Achille.
Achille rejoindra la tortue lorsque dg.p, = dior, donc on aura, d’apres les équations
précédentes :
Vacht = Viort + 100

Nous connaissons vgep, €t Vor, €t nous savons que :
Vaeh = 10040p

et donc :
10v0rt = viort + 100
c’est une simple équation du premier degré en t qui donne :

100

Yvior

100
Dans notre cas, vy, = Im/s et donc t = — = 11.111...

Intéressons nous donc cette fameuse somme de plus pres...



4 Suites numériques

4.1 Définissons la notion de suite

Si cette somme reste finie, c’est parce que les termes se rapprochent de plus en plus
de zéro (et suffisamment vite) :

1 1 1
101, 95" 100 1000

On peut associer un nombre n a chaque terme de la suite, pour dire que le terme a,, est

le n-iéme terme de la suite (ce genre de notation a été déja vu précédemment) :

1

a] = 10,@2 == 1,@3 = Ty e, A = W

10

Ton2 est le n-ieme terme de la suite.
Le fait que cette suite se rapproche de zéro sera discuté plus tard. Avant cela, je

propose de préciser ce que 'on doit entendre par «suite». Ouvrons donc une petite
parenthese, et définir correctement la notion de suite :

Définition 1. Une suite numérique est une fonction Ng — R c’est a dire qu’ a chaque
nombre naturel n, on fait correspondre un réel a, qui est le n-ieme terme de la suite. Elle
est notée ay,az,as, ... ou plus simplement {an}, oy

Voici quelques exemples de suite :

1. a, =1+ n ce qui donne : 2,3,4,5,....

2. a, = 2" ce qui donnes : 2,4, 8,16, ...

3. Suite de Fibonacci:a; = as =1,a, = ap_1+an_s cequidonne: 1,1,2,3,5,8,13,...

On peut aussi définir deux ou trois choses simples sur les suites :

1. Une suite {a,},cy est croissante sil'on a :
VneN:ay, < ant1

et strictement croissante si Vn € N: a, < ant1

2. Une suite {ay},cy est décroissante si l'on a :
VneN:ay, > ant1

et strictement décroissante si Vn € N : a, > ant1

3. On dit qu’une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante, et qu’elle
est strictement monotone si elle strictement (dé)croissante.

4. Une suite est bornée supérieurement si on peut trouver un réel « tel que Vn € N :
a, <«



5. Une suite est bornée inférieurement si on peut trouver un réel a tel que Vn € N :
an > «

6. Enfin, une suite est bornée si elle est a la fois bornée supérieurement et inférieure-
ment.

Exemples :

1. La suite de Fibonacci est croissante, donc monotone, elle est bornée inférieurement.

2. La suite 1,—1,1,—1,1, —1,... n’est pas monotone, elle est bornée.

1
3. La suite a,, = 5 — — est croissante et bornée.
n

4.2 Introduction au concept de limite

Nous avions dit que la suite qui nous préoccupait se rapproche de zéro. Notons au
passage qu’elle est strictement décroissante et bornée. Mais ce qui nous intéresse surtout
dans le fait qu’elle soit bornée; c’est qu’elle est bornée inféricurement. Pourtant, elle est
décroissante, mais elle ne ne va jamais en dessous (ni n’atteint!) une certaine valeur :
z€ro.

En supposant n ENORMEMENT GRAND, a,, sera TRES PROCHE de zéro. Pourtant,
il ne latteindra jamais, zéro sera une limite.

Et on ne peut pas prendre 0.00000000001 comme limite, ni méme 10 car on
pourra toujours trouver un nombre n assez grand, tel que a, soit plus proche de zéro
que cette limite (qui du coup n’en n’est pas vraiment une).

On dira donc, que lorsque n tend vers l’infini, a, tend vers zéro, et on notera :

—1000

lim a, =0

n—+400
, . . . 1
On peut trouver d’autre suites intéressantes. Par exemple, pour la suite a, =1 — — la
n
suite est croissante et tend vers 1 :
1235
07 arlad 40 p
2°'3°4°6

et on peut donc écrire :

lim a, =1
n—-+o0o

Imaginons une suite qui tende vers un nombre a. Prenons un terme a,, tel que n soit
tres tres grand (mais vraiment tres!). Cela veut dire que la «distance» entre a, et a est
TRES petite (presque nulle) :
lan, —a| <€
Ou :
e>0

et ce fameux € est choisi TRES petit pour montrer que cette distance entre entre a,, et a
est vraiment infime.



On peut aussi prendre un autre nombre a,,, mais ou cette fois n est encore plus grand,
et choisir un € encore plus petit et ainsi de suite mais ¢a ne servira a rien et cela va nous
mener loin !

Pourtant 'idée d’ écrire :

lan, —al <€

avec :
e>0

pour montrer que a est la limite de la suite ne semble pas mauvaise mais il faut améliorer.
Comment ? On ne peut pas examiner chaque a, séparément et trouver a chaque fois un e
adéquat. Pourtant, on peut le faire implicitement & 1’aide du quantificateur universel! Ca
donne :

Définition 2. Une suite numérique {a,}, .y admet une limite a si :

Ve>0,30eN:n>0=la, —a|] <e

Explications : On commence par dire que ’on peut prendre n’importe quel € > 0
(sous entendu : aussi petit soit-il), et dire qu’ il existe un nombre (représenté par la lettre
grecque 0) tel que si on prend un nombre n plus grand que §, la distance entre a, et a
est plus petite que e.

1
Prenons, par exemple, la suite a,, = — ( qui admet 0 comme limite) et commengons
n

par choisir un nombre € positif (assez petit), disons, . Puis, examinons 'un apres

1

100°
On va donc prendre § = 100. Si on choisit un nombre n tel que n > J, on est sur que :

100
I'autre les termes de la suite. Au bout d’un certains temps, on arrive au terme ajgg =

lan, —a| < €

Par exemple, si on choisit n = 200, on a a,, = 200 et on voit bien que :
1 0‘ - 1
200 100

Cette définition veut simplement dire que passé un certain cap (ag), tout les termes de la
suite sont plus proches de a que d’une certaine valeur fixé au départ (¢). Comme € est
aussi petit que 'on veut, on fait se rapprocher les termes de a d’aussi pres que 'on veut.
La suite devient tres proche de sa limite, pour de tres grandes valeurs de n.

5 Fonctions numériques

5.1 Introduction

La notion de fonction a déja été vue de maniere assez théorique dans le cours de théorie
des ensembles. On avait alors introduit le concept de «graphe» comme un ensemble



de couples. Dans la pratique, il est commode de représenter ces couples de maniere

géométrique.
2

x
Prenons un exemple : une fonction de R vers R défini comme suit : f(z) = T On

peut représenter le graphe de la fonction dans un systeme d’axe :

Chaque point de la courbe a deux coordonnées qui sont les couples du graphe.

Le graphique d’une fonction permet d’observer directement ses propriétés. Nous
allons maintenant définir quelques notions supplémentaires par rapport a ces fonctions
numériques :

1. Une fonction est croissante sur un intervalle [ si :

Vo, 29 € I, 1 <22 = f(x1) < f(2)

2. Une fonction est décroissante sur un intervalle (a,b) si :

VCL'l,CL'Q € I,l’l < 29 = f(.’El) > f($2)

3. Une fonction est monotone si elle est croissante ou décroissante

4. Les termes strictement (dé)croissante et strictement monotone, s’appliquent lorsque
les inégalités sont strictes (comme pour les suites).
5.2 Fonctions continues

Nous allons commencer par définir de maniére formelle une fonction continue. Si vous
ne comprenez pas la définition du premier coup il ne faut pas s’inquiéter : elle n’est pas
trés évidente mais j’expliquerai cette définition juste apres.

10



Définition 3. Une fonction f: I — R est continue en xg € I si :

Ve>0,In>0:Ve eI, |z —xo| <n=|f(x)— f(zo)] <e

On dit qu’'une fonction est continue sur un intervalle si elle est continue a chaque
point de cet intervalle.

On commence par dire que ’on peut prendre n’importe quel € > 0 (sous entendu :
aussi petit soit-il), et qu’il existe un nombre 7 (pour cette valeur de €), tel que (x
appartenant a I), si la «distance» entre x et xg est plus petite que 7, alors la «distancey
entre f(x) et f(zo) est plus petite que € :

fixg) + € —

Pour bien montrer ce que cela veut dire, il suffit de voir une fonction non continue :

11



f(xo)

fxg) - € —

La fonction est ici tracée en bleu pour plus de lisibilité.

On voit bien que la fonction n’est pas continue en xq : une fois avoir choisi un € positif,
quelque soit le nombre 7 que I'on prend, certaine images se seront pas dans l'intervalle
1f(x0) — €, f(zo) + €[. Dans le schéma, un tel nombre x est en évidence, ainsi que son
image (en rouge). Méme si on choisissait un autre 7 plus petit, on arriverai toujours a
avoir des images qui «sortent» de Uintervalle | f(zo) — €, f(zo) + €[ : la fonction n’est pas
continue.

On peut définir trés simplement la continuité d’une fonction sur un intervalle : une
fonction est continue sur un intervalle si elle est continue a chaque point de cet intervalle.

Si vous avez bien compris la définition d’une fonction continue, vous pouvez facilement
comprendre qu’il est facile de savoir si une fonction est continue ou pas rien qu’en regardant
son graphe : une fonction est continue si on peut la tracer sans «lever le crayony.

2?2 —1
|z — 1]

On peut trouver facilement des exemples de fonctions non continues : f(z) =

1
ou encore f(x) = — ne sont pas continues sur R.
x

Si f et g sont continues sur I, alors (sur l'intervalle I) :

1. f+ g est continue,

2. f - g est continue,

3. f est continue (& condition que Yz € I, g(x) # 0).
g

12



5.3 Limites de fonction

A partir de la définition de la continuité, on peut facilement étendre le concept de
limite de suite pour le cas des fonctions. On a la définition suivante :

Définition 4. Définition : Une fonction f : 1 — R a pour limite L au point xg € I si :

Ve>0,3n>0:Ve el |lx—xo| <n=|flx)—L|<e

et on écrit :

A5, f@) =1L
Cela veut dire que si x se rapproche de z (on a en effet |x — xg| < 7), alors f(x) se
rapproche de L (|f(z) — L| < €).
On va prendre un exemple numérique comme nous l’avions fait avec les suites. Prenons

x
par exemple, f(z) = 5 pour faire simple. On choisit un epsilon assez petit, disons € = 100"
Supposons que nous voulions calculer la limite en 2. Il faut choisir un 7 adéquat pour

que :
[z — x| <n=|[f(z) —L| <e

dans notre cas :

1
-2 = - L < —
o2l <= |f(e) ~ L] < oo

x
et comme f(x) = 5"

T 1

—9 S < —

o2 <n= |2~ L < oo

donc :
<2<x+ :>33 1 <L<:E+ 1
T=n =5 7 100 2 7100

on multiplie par 2 la deuxiéme inégalité pour pouvoir «comparer» les deux inégalité :

1 1
x—n<2<x+77:>x—%<2-L<w+%

1
on peut donc prendre n = =0 :

1 1 1 1
<9 il . <92.L =
x 50< <x+50:>a: 50< <96—i-50

et en comparant les deux inégalités, on conclut que L =1 :

Je vous entend déja dire : mais en fait c’est facile de calculer une limite :lim,_,, f(z) =
f(a)! Eh bien non ! Ceci n’est valable que si la fonction est continue en a. Mais si la fonction

13



n’est pas continu en a, il peut quand méme y avoir une limite (dans certains cas). Par
2

exemple : f(x) = T
x —_—

1
] n’est pas continue en 1 (forcément, il n’y a méme pas d’image en 1)

2?2 -1 (r—1)(x+1)

= hma:—)l

et pourtant la limite existe : lim,_,1 =limy 1 (z+1) = 2.

On a parfaitement le droit de simplifier par x — 1 ici car « n’est pas égal a 1 mais on fait
tendre x vers 1.

Tout comme nous avons définit la notion de limite d’une suite, nous allons maintenant
définir la notion de limite d’une fonction en un point. On peut se baser sur la notion
de limite d’une suite. En effet, considérons une suite de nombres que 'on va noter
1, T2, T3, ..., et imaginons que cette suite tende vers un nombre a :

lim z, =a
n—-+00
L’idée est de se demander si la suite de nombres f(x1), f(z2), f(z3), ... converge vers une
certaine limite. Supposons que cette suite tende vers L, on note alors :

lim f(x) = L

et on dit que « f(x) tend vers L lorsque x tend vers a». Notez que c’est juste une nouvelle
notation pour écrire :

lim f(xz,) =1L

n—-+00

On peut assez facilement comprendre (et le montrer mathématiquement) que si la fonction
est continue :

lim f(z) = f(a
lim f(x) = f(a)
On pourrait croire naivement que cette derniere égalité est toujours vraie. Pour montrer

que ce n’est pas le cas, considérons la fonction :

_:L'2—1

fz) =

z—1
Et cherchons sa limite en 1. On sait déja que cette limite ne peux pas étre f(1), puisque
f(1) n’est pas défini (division par zéro). Alors cette limite existe t-elle ? Oui, et on peut
le voir de la maniére suivante. En sachant que 22 — 1= (z + 1)(x — 1) :

2?2 -1 y (x+1)(z—1)

T e L

Peut-étre pensez vous que cela est faux puisque 'on divise par (xz — 1) qui vaut zéro si
x = 1. Mais souvenez vous que par définition :

Avec limy, oo , = 1. On peut choisir par exemple la suite ., tel que zg = 0.9, z1 = 0.99,
xo = 0.999... On voit bien que cette suite tend vers 1. En fait lorsque 1’on calcule :

lim (z+1)(x—1)
x—1 x—1
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c’est équivalent a calculer :
lim (xn + 1)(1:” — 1)

n—-+00 Ty — 1

Or, quel que soit le x,, de la suite définie plus haut, x, # 1 et donc z,, — 1 # 0. Il n’y a
donc pas de division par zéro.
Nous allons maintenant voir une application pratique de cette notion.

6 Fonctions dérivées

6.1 Introduction

On va reprendre le paradoxe de la fleche en vol, et montrer que le paradoxe n’est
qu’apparent.

On peut faire une premiere remarque : il faut distinguer ce qu’est un instant et ce
qu’est une durée aussi courte soit-elle. Durant, une durée méme extrémement courte,
la fleche se déplace - méme si c’est une distance vraiment trés petite. Ainsi, lorsque
I’on observe la fleche sur une durée de plus en plus petite, on ne constate jamais que le
mouvement de la fleche devient nul.

Supposons que la fleche suit une trajectoire parfaitement rectiligne, et que sa vitesse
v est constante. Si on I'observe pendant un certains temps ¢, elle parcourt une distance d

d
tel que v = T Lorsque I’on observe la fleche sur un temps de plus en plus court, on la

voit parcourir une distance de plus en plus courte, et a chaque fois que ’'on calcule le

rapport n on trouve toujours la méme chose : v. On peut donc dire que la vitesse a un

moment donné est v, alors que I'on a 'habitude de calculer des vitesses moyennes c’est a
dire que nous calculons toujours une vitesse sur une certaine durée. Ici on dira que la
vitesse instantanée de la fleche a un certain moment (par exemple a t = 2s) est v.

L’exemple ici est assez simple car la vitesse est constante. Mais on peut avoir des
exemples de mouvement ou la vitesse change a chaque instant. Nous allons voir maintenant
comment traiter ce genre de cas.

6.2 Le nombre dérivé

Imaginons un corps qui se déplace de maniére rectiligne et dont on peut facilement
connaitre la position en fonction du temps, c’est a dire que nous avons une fonction f tel
que :

z=f(t)

Le mobile est donc & la position z au temps t. Observons la position du mobile apres un
temps At trés court pour avoir la meilleure estimation possible de la vitesse instantanée :
le mobile sera donc a la position f(t) au temps t et a la position f(t + At) un court
instant plus tard. La vitesse sera donc la distance parcourue Ad = f(t+ At) — f(t) divisée
[+ At) — f(t)

At

par le temps At : v =
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Plus At sera petit et plus la mesure de la vitesse sera précise. On va donc utiliser une
nouvelle fois la notion de limite :

e T A ()
At—0 At

Prenons un exemple : f(t) = t? et essayons de connaitre la vitesse au temps ¢t = 2s. On a
(petit rappel : (a + b)? = a® + b? + 2ab) :

. (2 + At)? — 22
v = limapo————

At
22 + (At)? +4At — 22

= 1'

i (At)? + 4At
== hmAtﬁo(At + 4)
=4dm/s

La vitesse du mobile apres 2 secondes est donc de 4 metres par secondes.

On dit dans ce cas que l'on calcule le nombre dérivé de la fonction en 2 (ce nombre
est 4).

On a donc la définition suivante :

Définition 5. Soit une fonction f : I — R, cette fonction est dérivable en xg € I si le
nombre o défini par :

0= lim f(zo + Az) — f(x0)
Axz—0 Ax

existe et appartient a R, ce nombre est alors appelé nombre dérivé de f en xg.

On peut illustrer cela graphiquement. Mais avant d’aller plus loin, il peut peut étre
nécessaire de faire un rappel sur la notion de pente d’une droite :

Rappel pour ceux qui ne sont pas familiers avec la notion de pente d’une droite :
prenons par exemple, la droite ci dessous :
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On voit que cette droite «monte», on dit qu’elle a une certaine «pente». Plus la droite
«monte» plus la valeur de la pente est forte. On va maintenant montrer comment on
calcule cette pente. Observez le schéma suivant :

9.

7 m = Ay/Ox = 1/2 m=AY/AX = 2/4 = 1/2

Le dessin est quadrillé pour une meilleur compréhension. Si on part d’un point
quelconque du graphique, on voit que si 'on avance de deux cases vers la droite, on doit
remonter ensuite d’'une case pour retrouver le graphique. On dit donc que la pente de la
droite est de un demi.
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On montre sur le dessin comment on peut calculer la pente de la droite. On choisi
deux points quelconques du graphique et on regarde la différence d’abscisse (que 'on
note Az) et la différence d’ordonnée Ay. On a donc pour calculer la pente m, la formule :

x
m = Ay On voit aussi sur le dessin que le calcul de la pente donne le méme résultat

quel que soit les deux points choisis.
Revenons sur la notion de nombre dérivé. Prenons une fonction f quelconque.
Considérons la droite passant par les points f(xg) et f(zo + Az) (voir schéma ci
dessous) :

f(x0 +4x)

f(x0)

x0 X0 + Ax

Une fonction quelconque est tracée en bleu. On prend deux points, xg et zg + Az, et
on regarde leurs images.

On peut repérer sur le graphique les points (zg, f(x0)) et (zo + Az, f(zo + Ax)), et
tracer la droite passant par ces deux points. On obtient la droite en rouge sur le dessin.

fzg + Ax) — f(%’o)'

Az
f(zo + Az) — f(x0)

Ax
de la droite lorsque Az tend vers zéro. C’est a dire, si vous regardez a nouveau le schéma,

quand xg et 2o+ Ax sont infiniment proches et donc que la droite en rouge ne touche plus
qu'un seul point du graphique : on peut dit alors que la droite est tangente au graphique.
Exemple en image :

On a donc que la pente de la droite est : m =

, c’est & dire la pente

On sait que le nombre dérivé est : lima 0
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pente de la droite: 1/4

On a tracé en bleu la fonction f(x) = \/z. Le nombre dérivé en z¢ = 4 est (rappel :
(a+b)(a—b) =a®—b?):

f(4+4+ Az) — f(4)
A
Va4 + Amx— V4
A
o AT Az — VA (VAT Az + vA)
ToAe0 Ax(\/A+ Az ++/4)
e (4+ Ax) — 4
T AT A (VI B0 NZY
. T
= Himasg Be(VAT A7+ V)
A RV

a =limaz o

= limaz—0

e

1
Si on trace la tangente en x = 4, on a donc que la pente de la droite est 1 (voir

schéma).

6.3 Fonction dérivée

A partir de la notion de nombre dérivé, on peut définir la fonction dérivée. Supposons
que nous avons une fonction f, et que nous pouvons calculer le nombre dérivée en chaque
point de l'intervalle I. A chaque point x de 'intervalle I, on peut donc associer le nombre

d
dérivé de f en x et on obtient donc la fonction dérivée (notée f’(x) ou encore d—f) défini
x

comme suit :

Définition 6. Soit une fonction f: I — R, on dit que la fonction est dérivable sur I si
Vz € I le nombre dérivé de f en x existe, et la fonction dérivée est définie par :
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s . S+ Az) = f(z)
fle) = dz _Alglcrgo Az

Remarque : on utilise souvent la lettre «h» au lieu de Az pour alléger ’écriture.

7 Formules de dérivation
flz + Azx) — f(x)

dérivée d’une fonction. En pratique, on ne 1'utilise jamais, on utilise des formules que
nous allons maintenant établir.

On a vu la formule : /() = lima, 0 qui permet de calculer la

7.1 Dérivée d’une somme
Théoréme 1. Soit f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions dérivables, alors
f+g:]a,b]— R est dérivable et :

(f +9)(z) = f'(z) +g'(x)

Démonstration :
Soit donc f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions dérivables. On doit dériver
f+g, donc :

(ftg)(x+h)—(f+9)(z)
flx+h)+g(x+h)— fzr)—g(x)

h
flz+ h})L - f(x) 4 iy g g(r + h}z —g(z)

(f +9)(x) =limpso

= limy, o

= limy, o
= f'(x) +4'(x)

7.2 Dérivée d’un produit

Théoréme 2. Soit f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions dérivables, alors
fg:la,b] = R est dérivable et :

(f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(2)g (z)

Démonstration :
Soit donc f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions dérivables. On doit dériver
fg, donc :
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On rajoute le terme —f(x)g(x + h) pour faire apparaitre la dérivée de f :
f(x+h)g(x+h) = f(z)g(x) = f(x)g(x +h) + f(x)g(x + h)
f(x+h)g(x+h) - fz)g(z +hh) + f(@)g(x +h) = fz)g(x)

h
i o+ ZEED I g e 1) gt

h
= limp0(g9(z + h) f'(z) + f(z)g'(x))
= f'(z)g(x) + f(z)g'(z)

(f9)'(@) = limyo

= limp, o

7.3 Dérivée d’un quotient

Théoréme 3. Théoréme : soit f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deuz fonctions dérivables
telle que la fonction g ne s’annule jamais, alors f/g : [a,b] — R est dérivable et :

/

(f) (z) = f'(@)g(x) — f(x)g'(x)

9 (9(x))
Démonstration :
L 1y g'(x)
On doit d’abord montrer que (g) () =— (0@)? :
1 _ 1
(3) @) =ty LMol
g(z) g(z +h)

On a donc :

On utilise a la deuxiéme ligne la formule de la dérivée d’un produit.
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7.4 Dérivée d’une fonction composée

Théoréme 4. Soit f : [a,b] — R et g : [a,b] — R deux fonctions dérivables, alors
go f:]a,bl — R est dérivable et :

f'(=)

= limy,_o Flot h) - f(x)
Posons maintenant : o = f(z-+h) = f(x), on a: Ty o o = iy o (f (-4 ) = f () = 0

(g0 F)(z) = limg_ o {L @) +a) = g(f(@))
=9 (f(z))- f(2)

/(=)

8 Dérivées usuelles

Pour pouvoir calculer une dérivée, on utilise en pratique les formules que nous venons
de voir, plus une série de dérivées «connuesy» a retenir par coeur.
La fonction constante : f(z) =k :

flx+h)— f(x) o k—k
! — _ —
f(z) leH%) h B l%,g% h 0
La fonction identité : f(z) = x :
. fle+h)—f(x) . xz+h-z h
F(x) f1L1*>0 h }lLl*)O h flLL)O h 1

La fonction f(x) = 22 :

2%+ 2zh + h? — 22

= limy

h
2xh + h?

= limj

= limy_,0(2x + h)
=2z

22



La fonction f(z) = v/z :
f(fﬂ+h)—f( )
m P

(Vathi— DT h+ D

MR

T A R V)
:hmhao \/74_ NG

f(x) = limy_y

=limp o ————

= limy 0

2\/5
Remarquez qu’on a utilisé (a — b)(a + b) = a? — b?.

La fonction — :
x

Les fonctions du type f(z) = 2™ avec n € N :
On va montrer que f’(x) 2"~ On sait déja que c’est vrai pour n =0 : (2°)" =
K =0,pourn=1:(z') =21 l-xozxet pour n =2 : (z2) = 22! = 2z. Pour x = 3
etx=4":
(.’L’S),: (562 '.CI?)/ :2$-$+LE2 :3.2172

(V) = (23 2) = 32% -2 + 23 = 42®

On peut continuer ainsi encore tres longtemps, mais on peut remarquer que si on sait
que (z") = nz" ! pour un certains n, alors on peut prouver la méme formule pour n + 1
c’est & dire (z"1) = (n + 1)a™. En effet :

(") = (2" z) =na" e+ 2" = na" + 2" = (n + 1)a"

Et on prouve ainsi implicitement la formule pour tout n, car on sait que c’est vrai pour
n = 4 donc c’est vrai pour n = 5, et donc pour n = 6, ... C’est un raisonnement par
récurrence.
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La fonction f(z) =sinx :

flz+h) - f(z)

f(x) = limy_y
sin(z + h) —sinx

= limy, 0 5
. r+h—=x r+h+x
2sin CcoS
= limy, 0 2 N 2
. h
. 2sin 5. 200 + h
= limy,_o limy,_,o cos 5
sin —

= limy_,0 —,cosT

2

— COST

p—q pP+q
cos

pour passe de la deuxieme a la

On utilise la formule sinp — sin ¢ = 2sin

sin(x)

troisieme ligne, et la formule lim, g =1 a la fin.

La fonction f(z) = cos(z) :

=
—
&
N—
Il
| — |
=3
=
Y
|
|
&
~~_
—_

N[N
|
8
TN
N
|
8
S~

Il Il

(@] Q

] @]
.o® 9!
B/~

—
\o?

Il
|
w0
@

. . (T . T
On utilise cos z = sin (2 — x) et sinx = cos ( - x)

2
La fonction f(z) = tan(z) :

(tan(z))’ (sinx)l cosxcosx — (—sinz)sinx 1
an(x - = —
cos cos? x cos? x
En résumé :
k' — (xn)/ B
=1 (sinz)’ = cosx
(22) =2z | (cosz) = —sinz
/ 1 , 1
_— t —
\[ 2\/5 ( an .'17) cos? 1
() ==
r) a2
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9 Théoreme des valeurs intermédiaires

9.1 Introduction

Nous allons maintenant énoncer une série de théoremes important en analyse. Le
premier de ces théoremes est vraiment tres simple a énoncer. On considere une fonction
continue quelconque, sur un intervalle [a, b] :

f(a)

On regarde les points images f(a) et f(b) sur 'axe y. Entre ces deux points, on en
choisit un, n’importe lequel, appelons-le x. Alors, le théoréme dit qu’il est possible de
trouver un point ¢ entre a et b, tel que x = f(c).

On peut en donner une illustration simple. Supposons que nous nous tenions au pied
d’une montagne, a une altitude de cent metres au dessus du niveau de la mer. Le sommet
de la montagne se trouve lui a mille metres au dessus du niveau de la mer. On emprunte
un chemin qui nous emmene au sommet, et disons qu’il faille douze kilomeétres pour y
arriver. On peut définir la fonction «altitude» (qu’on va noter simplement f) qui donne
I’altitude en fonction de la distance parcourue. En prenant la convention d’étre a zéro au
pied de la montagne :

f0)=0.1
et :

F12) =1

en exprimant tout en kilomeétres. Le théoréeme nous dit donc, que pour n’importe quel
altitude z comprise entre 0.1 et 1 km au dessus du niveau de la mer, correspond au moins
un point sur le chemin situé a cette altitude. C’est tout & fait logique : on passe par
toutes les altitudes intermédiaires (d’olt le nom du théoreme).
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9.2 Enoncé

Théoréme 5. Soit une fonction continue f : [a,b] — R, alors :

Vu € R, (u € [f(a), (D)} Vuelf(b) fa)]) = (e e [a,b], f(c) = u)

Notez que 'on s’assure que de traiter les cas f(a) < f(b) et f(a) > f(b) grace a
l'utilisation du «ou» logique (symbole «V»).

9.3 Démonstration

Nous allons tout d’abord poser que f(a) < f(b), le cas contraire se démontrant de
maniére similaire. On considére le sous-ensemble E de [a,b], des éléments x tel que
f(x) < u (u étant compris entre f(a) et f(b)). On pose encore ¢ = sup E. On peut
montrer qu’il est possible de trouver une suite d’éléments de E tendant vers ¢ (cette
démonstration n’est pas encore sur Freesciences). Pour chaque élément z; de cette suite,
on a f(z;) < u (par définition de E); en passant a la limite, on a donc f(c) < u.

On peut maintenant prouver f(c) > u, on aura donc f(c) = u et le théoréeme sera
démontré. Si ¢ = b, c’est vrai car u a été choisi tel f(b) > u. Si ¢ # b, on considére
I'intervalle semi-ouvert |c, b]. Ses éléments vérifient f(z) > u, puisqu’ils n’appartiennent
pas a F, étant strictement supérieurs & sa borne supérieure. Comme précédemment, ¢
étant U'infimum de l'intervalle, il est limite d’une suite d’éléments de cet intervalle, par
passage a la limite, on a f(c) > u.

9.4 Analyse et conséquences

Un cas particuliers de ce théoréme est fort utile en analyse. Il suffit de considérer le
cas ou f(a) < 0 et f(b) > 0 (ou le cas contraire, 'important est le changement de signe).
Dans ce cas, zéro est entre les images de a et de b, et le théoréme nous dit qu’il existe un
certain = entre a et b tel que f(x) = 0. Ceci est donc utile lorsque 1'on veut prouver qu'’il
existe une racine dans un certain intervalle.

Arrétons nous un instant sur ce point. Tout ce que nous avons dit ¢’est «une fonction
continue qui change de signe sur un certain intervalle, s’annule au moins une fois quelque
part sur cette intervalle». Avec un simple dessin et quelque explications, il est sans doute
possible de faire comprendre cela & un enfant de dix ans. Ce qu’il ne comprendra sans
doute pas, c’est plutot : pour pourquoi vouloir prouver une chose pareille 7

Les mathématiques sont remplies de démonstrations «inutiles». Si vous avez lu le
chapitre sur les nombres, vous avez pu trés bien vous en rendre compte. Mais encore une
fois, prouvez ce qui est «évident» est une nécessité. C’est la seule maniere de s’assurer
une rigueur absolue.
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10 Théoréeme de Rolle

10.1 Introduction

Le théoreme de Rolle est tout aussi facile & comprendre que le précédent. Sa facilité
ne doit pas faire oublier son importance dans 1’élaboration rigoureuse de ’analyse ; il est
effet nécessaire en mathématique de démontrer toute assertion, aussi évident soit-elle
intuitivement.

Nous allons ici donner 'intuition sous-jacente a ce théoreme, sans aller dans les détails
mathématiques. Considérons une fonction sur un certain intervalle [a, b], cette fonction
étant telle que :

fla) = f(b)

Le théoreme de Rolle nous dit alors que si la fonction est dérivable, il existe un certain
point ¢ entre a et b tel que :

fll=0
Une premiére maniére de comprendre ce résultat est de visualiser un dessin et de voir
que la «pente instantanée» de la fonction s’annule en un point. Je vous propose ici une
méthode plus «cinématique».

Nous avons vu que la vitesse en fonction du temps est la dérivée (par rapport au
temps) de la fonction de la position en fonction du temps. Imaginons une fourmi se
déplacant sur un axe gradué, et un expérimentateur mesure sa position sur l'axe en
fonction du temps. Son mouvement se fait sur une dimension, mais peut-étre assez
compliqué : elle change de vitesse, peut faire des demi-tours,... Il est possible a partir des
mesures de construire une fonction x(¢) de la position en fonction du temps. Imaginons
qu’elle repasse deux fois au méme endroit, par exemple au temps ¢t = 10s et ¢t = 20s, c’est
a dire mathématiquement :

x(10) = z(20)
Le théoreme dit alors, qu’a un certain temps t*, entre dix et vingt secondes :
() =0

Mais la dérivée de x(t) donnant la vitesse, on sait donc qu’au temps t*, la vitesse de la
fourmi est nulle. Cela est tout a fait normal : étant repassée deux fois au méme endroit,
elle a di au moins une fois faire demi-tour, a ’instant précis ou elle fait demi-tour, sa
vitesse est nulle.

10.2 Enoncé

Théoréme 6. Soit f : [a,b] — R, une fonction continue, dérivable sur ]a,b[, et telle que
fla) = f(b). Il existe ¢ € [a,b] tel que :

fie)=0
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10.3 Démonstration

Si la fonction est constante sur [a, b], le théoréme est bien évidemment vrai. Dans le
cas contraire, la fonction passe par un certain maximum global que ’on note f(c). Le
maximum étant atteint au point ¢ on a, quel que soit h > 0 et tel que ¢+ h € [a,b] :

flet+h) = fle)
h

<0

Si fait tendre h vers zéro par valeurs positives, on peut en déduire que f’(¢) < 0.
Toutefois, on peut tres bien refaire le méme raisonnement avec des valeurs négative
de h, cette fois, on aurait :
flet =1

N >
Et donc cette fois, f’(¢) > 0. On en conclut donc que f/(¢) = 0.

11 Théoréme des accroissements finis

11.1 Introduction

Ce théoreme ressemble un peu au précédent. On considere une fonction sur un certain
intervalle [a, ] (dérivable et continue). Ce théoreme dit qu’il existe un certain point ¢

entre a et b tel que :

Le théoréeme précédent est un cas particuliers de celui-ci : si f(b) = f(a), alors f’(¢) = 0.
Pour comprendre ce qui se passe, il faut noter que la quantité :

f(b) = f(a)
b—a

représente la «pente moyenne» de la fonction entre a et b. Reprenons un exemple
cinématique. On part en voiture d’un point a pour arriver au point b, la vitesse de la
voiture est susceptible de changer réguliéerement pendant le voyage. En supposant que
la voiture aille en ligne droite, la distance entre les points a et b est x(tp) — x(tq) ; tp €t
t, étant les temps de passages au points a et b respectivement. Pour calculer la vitesse
moyenne, on divise la distance parcourue par le temps t; — i, :

_ a(ty) — a(t)
ty — ta

En appliquant le théoréme, on sait qu’il existe un certain temps t* ou la vitesse instantanée
de la voiture sera égale a sa vitesse moyenne. C’est logique : si on fait un parcours a
60 kilometres par heure de moyenne, a un instant donné au moins on aura été a cette
vitesse.
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11.2 Enoncé

Théoréme 7. Soit f : [a,b] — R, une fonction continue, dérivable sur ]a,b[. Il existe
c € [a,b] tel que :

iy J0) = fla)
f (C) - b—a
11.3 Démonstration
On pose g(z) = f(z) — ax, o étant une certaine constante réelle. On fixe cette

constante en imposant que g(a) = g(b), c’est a dire qu’on doit avoir :

fla) —aa = f(b) —ab
Il ensuite facile d’isoler r, on obtient :

_ f(0) = f(a)

N b—a

Comme g est par construction continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b], et que de plus
g(a) = g(b), il satisfait aux conditions du théoréeme de Rolle. Il existe donc un certain
¢ € [a,b] tel que ¢'(c) = 0. Partant de la définition de g et en dérivant, f'(c) s’écrit :

f@waﬂ@+a:a:f@;£W>

12 Théoréme du sandwich

12.1 Enoncé

Le théoreme du sandwich s’énonce de la maniére suivante. Supposons que sur un
certain intervalle, on ait trois fonctions f, g et h, tels que pour tout point x appartenant
a cet intervalle, on ait :

f(z) < g(x) < h(z)

et que 'on ait pour un certain point a :

lim /(@) = lim h(z) = L
alors le théoreme nous dit que :
lim g(z) = L

r—a

Cela peut se comprendre de la maniére suivante. La fonction g(x) est prise «en sandwich»
entre f et h, si ces fonctions tendent vers une certaine limite en un point, elle se rejoignent
et g(x) «prise en étauy» atteint la méme limite.
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12.2 Introduction

Théoréeme 8. Soit I un intervalle de R, et a € I un nombre réel. Soient encore trois
fonctions f, g et h définies sur I, sauf éventuellement en a. Si :
—Vrelns£af(z) < g(x) < hiz)
— lim,,, f(x) = limy; 4 h(x) = L
Alors :

lim g(x) =L

r—a

12.3 Démonstration

On commence par prouver un cas particuliers du théoréme. On choisit f(z) = 0 pour
tout ¢ € I, et L = 0. La deuxiéme hypothese nous dit que :

lim h(x) =0

r—a

Ce qui peux s’écrire encore, par définition de la limite de fonction :
Ve>0,dn>0:Vozel,|lxr—al <n=|h(z) <e
En prenant f(z) = 0 dans la premieére hypothese :
Vee Nz #a,0<g(x)<h(x)

Donc, puisque tout est positif :
lg(z)] < |h(z)]

ce qui nous permet d’écrire I’expression de la limite :
Ve>0,3dn>0:Veel,|lx—al <n=|g(x)] <|h(z)| <e

En conclusion :
lim g(x) =0=1L

r—a

Ce qui prouve donc le cas particuliers. Pour prouver le cas général, partons de :

f(z) < g(x) < h(x)

On soustrait f(x) :
0<g(x) = flz) < hz) - f(z)

Si on fait tendre z vers a, f(z) et h(x) tendent vers L et h(z) — f(x) tend vers 0. On se
retrouve dans le cas particuliers déja prouvé, qui nous dit que g(z) — f(z) — 0. On a
donc :

lim g(z) = (9(z) — f(2)) + f(2) =0+ L =L

Tr—ra
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13 Calcul intégral

13.1 Comment calculer la surface d’un disque ?

La question semble innocente. Simple. La plupart d’entre vous ont sans doute en
lisant le titre, repensé & la fameuse formule connue depuis longtemps : S = 7r2. Une
formule toute simple. Se pose juste une question un peu délicate : cette formule, d’ou
vient-elle 7

On peut par un découpage approprié de la sphere (on la découpe comme une tarte)
donner peut étre pas une démonstration rigoureuse mais au moins une intuition pour la
justifier. Nous allons utiliser une autre technique, plus formelle, qui aura ’avantage de
fonctionner pour calculer la surface de beaucoup d’autre formes géométriques.

Inspirons nous des techniques habituelles de la géométrie. Tres souvent lorsque 'on
est confronté a un polygone un peu «spécial», on a le réflexe de le découper en triangles.
L’idée est donc le décomposer une forme compliquée en plusieurs formes simples dont la
surface est facile & calculer. Dans le cas d’un disque cependant, il est impossible de faire
un découpage exact en polygones. Mais c’est pas tres grave.

En effet, nous allons utiliser une forme tres simple : le rectangle. On peut se rendre
facilement compte qu’'une tel découpage ne sera qu’une approximation, du moins dans
un premier temps. Pour faire ce découpage, nous allons nous mettre dans un systeme
d’axe et nous allons de plus utiliser la notion de fonction. En effet, c’est bien beau de
dire : «on va découper en rectangle» mais apres qu’est ce qu’on fait comme calcul 7 11
faut connaitre la largeur et la longueur de chaque rectangle.

Considérons un disque de rayon r centré a l'origine. L’ensemble des points du bord
du disque est I’ensemble des points qui sont a une distance r de l'origine, c’est a dire

Pensemble des points (x,y) tels que :
242 =12

Cependant, pour utiliser la notion de fonction, il faut qu’a chaque abscisse = corresponde
au plus un point sur le disque. On va donc se restreindre a un demi disque, d’équation :

y = \r2— 32

Et on découpe comme ceci :
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Notons a = —r et b = r. On découpe donc l'intervalle [a,b] pour construire la base
des rectangles. On a donc des nombres z1, x3, 3, ..., £y qui forment ce découpage avec
a=ux et b=ux,.

A chaque rectangle correspond deux nombres, x; et x;41, tel que le segment qui joint
ces points sur I’axe x soit la base du rectangle. Les rectangles sont construits de maniere
a ce que leur hauteur soit I'image du nombre situé entre z; et x;1, soit :

X + XTiq1
1(=5)
La surface de chaque rectangle est sa base multiplié par sa hauteur :
Ti + Tit1
Si = (wiy1 — ) f <z21+>

Comme on fait un découpage régulier, les bases de tout les rectangles sont égales, et on
va noter h = (z;11 — ;). De méme, on sait que f(z) = vr? — 22, donc :

v 4

mais on sait que z;41 = x; + h, donc :

o \/T2 (22 + h)?

4

Et la surface totale est donc la somme de tout les S; multipliée par 2 car on n’a pour
I'instant qu’'un demi-disque :

‘ 2x; + h)?
St =232 - 2D
i=1
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Plus les rectangles sont fins et nombreux, plus le calcul de la surface est précis, a la limite
donc, pour des rectangles infiniment fins, on a la somme exacte :

. < 2x; + h)?
_ 2 _ (22
Stot = 2nhl}£1 ;:1 h\/r 1

Il reste a prouver que :

Stot = ’7'("/“2
Ce qui semble loin d’étre simple... on n’a pas encore calculé la limite d’'une expression
aussi compliquée!! C’est pourtant possible et nous allons voir comment.

13.2 Somme de Riemann
13.2.1 Introduction

On va faire le méme raisonnement que précédemment, mais de maniére plus générale :
on s’intéresse a la surface en dessous d’une courbe quelconque.

Considérons une fonction quelconque f(x) positive sur Uintervalle [a,b]. On découpe
la surface en dessous de la courbe en un grand nombre de petits rectangles de hauteur
f(y;) et ayant une base x;11 — x; tel que z; < y; < ;41. Si on note Ax; = xj41 — x4, la
surface est donc (en approximation) :

S=> fly)Az
i=1

Il s’agit d’une somme de Riemann. On fais maintenant tendre le nombre de rectangle
vers l'infini, et on note la somme comme ceci :

S = /abf(x)dx

C’est une intégrale de Riemann. Notre but principal va étre, et pour longtemps, de savoir
comment calculer cette expression! remarquez que le symbole « [» est une sorte de S
allongé qui rappelle que ’on calcule bien une somme.

On peut déja énoncer une propriété : 'additivité de I'intégrale, on a :

b c c
/ f(z)dx + /b f(z)dz = / f(z)dx
Ainsi que la linéarité de l'intégrale :

YAER, )\/bf(at)dx - /b M (2)da

Tout simplement parce que les surfaces s’additionnent. De plus on pose que :

[ s@yar =~ [ i

Enfin, une derniére propriété assez évidente est la monotonie de I'intégrale :
b

b
(o € [a.b).f() < g(a)) = | Fpiz < [ g(a)de
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13.2.2 Exemple de calcul d’une intégrale

Ce que nous savons maintenant n’est pas suffisant pour calculer la surface d’un disque.
Mais on peut trouver un cas plus simple. Laissons de coté le cas ou la fonction est une
droite : le calcul est simple, mais tellement simple que le recours au calcul de I'intégrale
de Riemann ne se justifie pas. Nous allons plutét calculer la surface en dessous de la
courbe y = 2 entre 0 et 1.

On découpe donc l'intervalle [0, 1] en n intervalles de méme longueur (la longueur

sera donc %) On peut choisir les z; tels que x; = *, avec 4 variant de 1 a n (et z, = 1).

) . 1 /i\2
La surface de chaque rectangle sera donc ;- - f (%) =" (%)

1 (1)2 1 (2)2 1 <i>2 1 (n)2
S==-(=) +=-(Z) +..+= (=) +..+=- (=
n n n n n n n n

en mettant % en évidence :

S:%<1+22+...+i2+...+n2>

Or on peut prouver que :

n(n+1)(2n+1)

14224+ .. +2+ ... +n2= c

Donc :

S:H%Mn+n@n+D:?%%ﬁ+&ﬁ+n:g+ji+;%
n n 6 6 6n 6n

6
S_/ledx— lim (1+1+1>—1
~Jo T nSeo\3 ' 2n ' 6n2) 3

Malheureusement, ce calcul est souvent tres compliqué. Mais rendez vous compte déja
du résultat : la surface que nous avons calculé n’est pas une surface simple, la somme de
Riemann montre déja son intérét.

14 Théoréme des accroissements finis (forme intégrale)

14.1 Introduction

Le théoréme qui nous intéresse ici est un peu complexe a énoncer de maniere intuitive.
C’est pour cela que nous allons juste en donner un cas particuliers, et expliquer son
intérét.

Il s’énonce de la maniere suivante : si on considére une fonction sur un certain
intervalle [a, b], alors laire sous la courbe de cette fonction (que l'on peut calculer par
une intégrale) est égale a l’aire d’un rectangle dont la base est 'intervalle [a, b] et la
hauteur une certaine «hauteur moyenne» de la courbe.

Ce théoréme (pas le cas particuliers) est utile pour définir le centre de masse de la
surface sous la courbe.
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14.2 Enoncé

Théoréme 9. Soit deux fonctions f et g deux fonctions continues définies sur [a, b
telles que Vx € [a,b], g(x) < 0. Il existe alors un nombre c € |a,b] tel que :

[ s@@ae = 1) [ gz

14.3 Démonstration

Tout d’abord, il faut noter que nous allons utiliser le théoréeme des bornes, qui dit
qu’une fonction continue sur un intervalle [a, b], posséde un minimum et un maximum.
Aussi simple et logique soit cette énoncé, sa démonstration ’est moins, et ne figure pas
encore sur Freesciences.

Notons donc, m et M le minimum et maximum de f. On a donc, pour tout x € [a, b],
m < f(z) < M, et puisque, g(x) <0 :

Vo € [a,b],m - g(x) < f(z)g(z) < M - g(z)

Par monotonie et linéarité de l'intégrale :

Vx € [a,b],m - /abg(x)dx < /abf(z:)g(:r)d:z: <M - /abg(m)dcz:

Il existe donc un nombre d € [a, b] tel que :

b b
d [ glayia = [ f@)g(a)do
On applique donc le théoréme des valeurs intermédiaires, pour trouver ¢ € [a, b] tel que
flo)=d:
b b
10 [ g@dz = [ f@)gw)ds

ce qui acheve la démonstration.

14.4 Cas particuliers

En prenant g(x) = 1, ffg(a:)d:n = ff 1-dx = b — a, par simple application de la
formule de ’aire d’un rectangle. On a donc :

Théoréme 10. Soit une fonction f une fonction continue définie sur [a,b]. Il existe
alors un nombre c € [a,b] tel que :

[ s@z = 506 -

35



15 Théorémes fondamentaux de ’analyse

15.1 Introduction

Nous voici arrivés aux deux théorémes fondamentaux de l'analyse, qui vont enfin
nous permettre de répondre a 'une des motivations de départ, a savoir comment calculer
une surface compliquée.

Ces théoremes font le lien entre primitive et intégrale. Nous avons vu ce qu’est une
intégrale mais qu’est ce qu'une primitive 7 C’est simple. On dit que la fonction F' est une
primitive de la fonction f si la dérivée de F est f. Le calcul intégrale se réduit donc a
une calcul de primitive, en effet, le deuxiéme théoreme fondamental de I’analyse nous dit
que :

[ f@yar = )~ Fla)

On voit que si I'on connait F' le calcul est incroyablement simple !
Essayons d’en avoir une intuition «physique». Supposons un point se déplagant sur
une ligne droite, sa vitesse est la dérivée de la position par rapport au temps :

o(t) = 2/(1) = %

Les notations z/(t) et f% sont équivalentes. La deuxiéme, dite notation de Leibniz, peut
se comprendre de maniere intuitive. En effet, a partir de la vitesse moyenne :

_ Ax
‘m = AL
on obtient la vitesse instantané en passant a la limite (on obtient donc la dérivée de z(t)),
pour montrer cela on remplacer A par d :

(t) = li Az _ dx
R viire N

Et mathématiquement, on a tout a fait le droit de réécrire notre équation comme ceci :
v(t) - dt = dx

N’oublions pas que dx n’est rien d’autre que Az lorsque l'on prend la limite. dz est donc
une «distance infinitésimale». Pour connaitre la distance totale parcourue par le mobile,
on additionne donc une infinité de «distance infinitésimale». C’est a dire, par ’équation
précédente, sommer des termes infinitésimaux comme v(t) - dt. Pour le noter, on reprend

le concept de limite :
n

x(t) = AI}SIBO ; v(t)At;

On retombe sur la définition de 'intégrale de Riemann! On note alors :

z(t) = /Otv(r)dT

On voit sur cette derniere équation qu’intégrer revient a «retombery» sur une primitive.
On va maintenant énoncer cela de fagon rigoureuse.
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15.2 Premier théoreme fondamental de ’analyse
15.2.1 Enoncé

Théoréme 11. Considérons une fonction f(x) continue sur l'intervalle [a,b]. Alors, la
fonction F(x) = [ f(t)dt est dérivable sur]a,b| et est telle que :

pour tout x appartenant d |a,bl.

15.2.2 Démonstration

Prenons deux points dans [a, ], x et z + Az. On peut écrire :

Flo+ Az) — Fz) = /GHM F()dt — / F()dt

On a vu l'additivité de I'intégrale, que 1'on peut écrire de la maniére suivante :

/a " )t + / T bt = / T e

a

On peux donc écrire :

/a Tt — / " p)dt = /x TRy

L’équation de départ peux donc se réécrire :

T+Az
Fla+ Az) — F(z) = / F(b)dt

On utilise maintenant la forme intégrale du théoreme des accroissements finis, dans le
cas particuliers vu précédemment :

T+Az
|t = seaa

donc :
F(z+ Az) — F(x) = f(c)Ax

ou encore : Fla+ Ax) — F(z)
T z)—F(x

En prenant la limite quand Ax tend vers zéro, le membre de droite devient la dérivée de

F(z):

Fl(z) = lim f(c)
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Pour calculer cette limite, on utilise le théoréme du sandwich. On sait que z < ¢ < r+ Ax
et que lima,_,ox = x et lima,_ox + Az = x, le théoréme nous dit donc que :

li =
A, ) =

Ot ¢(z) est une fonction qui donne une valeur possible de ¢ en fonction de x. Faire tendre
Ax vers zéro revient donc a faire tendre ¢ vers x, c’est a dire :
/ .
F'(z) = lim f(c)

c—T

f étant continue en ¢, on peut conclure :

15.3 Deuxiéme théoreme fondamental de I’analyse
15.3.1 Enoncé

Théoréme 12. Soit une fonction f définie sur [a,b] ayant une primitive F sur |a, ],
c’est a dire que pour tout x € [a,b] :

f(z) = F'(x)

Si f est une fonction intégrable sur [a,b|, alors :
b
| f@)de = F ) - F(@)

15.3.2 Démonstration

Rappelons tout d’abord la définition de I'intégrale de Riemann :
b n
= li i) Az
/a f(z)da Agogf(y )Az

Ou on définit Az comme la largeur du plus grand rectangle :

Az = Az;) = i+1 — Ti
G e i e

Rappelons encore que I'on découpe l'intervalle [a, b] de telle sorte que :
a=x1<x2<..<xpy1=2>

donc :
F(b) — F(a) = F(zn+1) — F(z1)

Rajoutant des termes s’annulant deux & deux (des termes comme (—F(x;) + F(x;))) :

F(b)~F(a) = F(@y41)+(~F(@0) 4+ F(@0)) ek (~F @)+ F (@) .ot (— F () + F22))~ F (1)
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On peux alors regrouper différemment les termes :

F(b)—F(a) = (F(n1) —F (@) +(F (@)~ F(€-1)) 4 (F(i41)— F () 4o+ (F(02) ~F (21))

C’est a dire :

PO~ Pla) = Y- Flain) -~ F(o)

Le théoréme des accroissements finis nous dit qu’il existe un certain ¢ € [a, b] tel que

F,(C) _ F(bl)JfF(a)

———, c’est a dire que :

F'(¢)(b—a) = F(b) — F(a)
On peut aussi 'appliquer sur chaque intervalle [x;y1, ;] :
Fl(e) (@it — i) = F(wip1) — F(a)

L’équation vue un peu plus haut devient en remplacant :

n

F(b) = F(a) =Y F'(ci)(xit1 — i)

i=1
Mais par hypothese, F'(¢;) = f(¢;), et utilisant la définition de Aw; :

n

F(b) — F(a) = Zf(ci)Aa:i

=1

On reconnait bien la une somme de Riemann, il suffit donc de prendre la limite pour

conclure la démonstration :

n

b
AI;:IEOF(b) — F(a) = Alglcrgogf(ci)Axi = /a f(z)dzx
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